Comment dessiner une
courbe algéebrique

Une courbe algébrique plane de
degré d est un ensemble de points
(x,y) du plan qui verifient f(x,y)=0,
ou f est un polyndme de degré d.
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Objectif

Décrire les formes genérales du possibles
des graphes des courbes lisses d’un
degré fixe.

C’est une classification topologique. Cela
veut dire que les déformations sans

croisement et sans coupure sont
autorisees.
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Plusieurs morceaux

On remargue gue le graphe peut-étre
constitué de plusieurs « morceaux » (on
dit composantes connexes).

Il y deux types de
« morceaux » : les ovales

/ et les pseudo-droites
(qui traversent la page).
Les courbes de degré pair

/\ n'ont que des ovales.

, Les courbes de degré

yo=aT- impair ont une et une seule
pseudo-droite.



Dans le plan
classique

ce n’est pas toujours
évident. Il faut
iImaginer gue les
branches de |la
parabole se
rejoignent a l'infini.




Construction par symetrie
horizontale
Une premiere méthode consiste a prendre

le graphe d’une fonction polynomiale
y=f(X) et a le « symétriser » en posant

y:=f(X).

On trouvera ainsi toutes les courbes de
degreé 3.
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Combien de « morceaux »

Avant de poursuivre, et pour ne pas avancer
a l'aveuglette, on peut se demander si le
nombre de morceaux possibles est borné.

C’est ce a quoi repond le theoreme de
Harnack.
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O ou 1 ovale en degré 2

1 pseudo-droite seule ou 1 pseudo-droite et un ovale en degré 3
De 0 a 4 ovales en degreé 4,

De 0 a 11 ovales en degré 6.



Limitation des cas

 Le théoreme de Harnack,
* Le theoreme de Bézout (1785),

* Les congruences de Gudkov (1969).
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Contraintes dues a Bézout

La droite coupe la courbe en 6 points. Donc
le degreé vaut 6, au moins.



Construction de courbes par la
methode de Harnack.

On considere la réunion de deux courbes.
Leurs équations sont f=0 et g=0.
L’équation de la réunion est fg=0.

L’équation de la réunion est
(y-x)(y+x)=0.

On va déformer ce graphe en
Introduisant un parametre e petit.
On considere fg=e. Les points

_ d’intersection disparaissent.
y-x=0 y+x=0
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Toi nous avons 1l 'occasion de voir une construction de Hilberxrt.

Scoient

deux conigues, L‘l' L2, h et b guatre droites comme dans la
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cn considére la courbe c, = K;.K, + €L,.L,.Li.L, . E petit et € > O . La

cour be C4 coupe 1{'.1 en 8 points. La courbe cd"K1 =T . n petit, est de type -%‘l -

Une wvariante de dette méthode donne les types %—6 et

.nlm



Gudkov 1970

* Les methodes de Hilbert (1900) et Harnack
(1876) permettent de decrire toutes les courbes
de degré plus petit ou egal a 5.

* Pour le degre 6 il faut attendre Gudkov pour que
la classification soit complétée. Il montre qu'il y a
trois types de courbes maximales. Les deux
premieres sont obtenues par les methodes de
ses prédecesseurs. La troisieme par une
methode de perturbation [égerement différente.



1.18.B (Gudkov's Theorem |GU-069]). 1fie 90 1s0t0py types isted
Table 4, and no others, can be realized by nonsingular real projective
algebraic plene curves of degree 6.
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Le degre 7

La classification complete des courbes de
degré 7 sera réalisée en 1980 par Oleg
Viro. Si Gudkov faisait encore de la
perturbation, Viro lui introduit une méthode
totalement nouvelle et originale :

« Le patchworking.»



composantes sorit’ des ovales. Une courbe de degré 7 est réumon d'une pseudo-
droite et d'au plus 15 ovales, d'aprés I'inégalité de Harnack. Viro a classé toutes
les courbes de degré 7 en 1980. Dans la proposition suivante, qui décrit le résultat

de Viro, on appelle ovale libre un ovale qui n’est contenu dans aucun autre ovale.

5.2 Proposition (Viro ; cf. [Vi 84]).— Le type topologique du plongement d’une
“courbe de degré 7 est constitué d’une pseudo-droite, et d’ovales avec I'une des 121

possibilités suivantes :
1) Un ovale contenant a ovales, et b ovales libres, aveca+b <14 et 1 < a <13.
1) a ovales libres, avec 0 < a <15
iii) 3 ovales emboités.
Montrons par exemple comment construire une courbe de degré 7 de type 1),

avec ¢ = 10, b = 4 {Cette courbe était inconnie jusqu’a Viro, et ne peut pas étre
construite par une méthode “a la Harnack™).



Le Patchworking de Viro
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Une courbe de degre 2 et son ovale



Théoreme du patchwork

* On considere un triangle T de sommets
(0,0), (O,m) et (m,0) muni de sa
triangulation convexe.

* On obtient une « courbe » affine par
morceaux.

* Alors : Il existe une courbe algebrique
lisse de degré m qui a le méme type
topologique.



Théoreme du patchwork



Une courbe de degré 6 de type 9<1U<1>>
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Une courbe de degré 10 avec 32 ovales impairs qui a permis a ltenberg (en 2000)
d’infirmer la conjecture de Ragsdale (1906).




Patchwork de la courbe de Gudkov




A vous de travalller

La classification des courbes est toujours incomplete a partir du degre 8.
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